
Sondage

Exercice 1. On veut contrôler la qualit�e d'un lot de N objets. Pour cela, n objets (1 � n � N) sont

tir�es au hasard successivement et avec remise dans le lot, et examin�es. On observe donc le vecteur

(X1; : : : ; Xn) o�u

Xi =

{
1 si le i �eme objet est d�efecteux

0 sinon

et les variables al�eatoires X1; : : : ; Xn sont i.i.d.. On note k le nombre (inconnu) d'objets d�efectueux dans

le lot et p = k=N la proportion d'objets d�efectueux dans le lot.

(a) Chercher la loi de Xi . Calculer E(Xi) et V ar(Xi).

(b) Si i 6= j , calculer Cov(Xi ; Xj).

(c) On pose S =
∑n

i=1Xi . Que repr�esente S ? Calculer E(S) et V ar(S).

(d) Construire �a l'aide de S un estimateur p̂ de p. D�eterminer son risque quadratique E
[
(p̂ � p)2

]
.

(e) Montrer que pour tout " > 0

P
(jp̂ � pj � "

) � 1

4n"2
:

En d�eduire que

P
(
p 2 [p̂ � 5p

n
; p̂ +

5p
n

]) � 0; 99

Exercice 2. On veut contrôler la qualit�e d'un lot de N objets. Pour cela, n objets (1 � n � N) sont

tir�es au hasard successivement et sans remise dans le lot, et examin�es. On observe donc le vecteur

(X1; : : : ; Xn) o�u

Xi =

{
1 si le i �eme objet est d�efecteux

0 sinon
:

On note k le nombre (inconnu) d'objets d�efectueux dans le lot. On a donc pour 2 � i � n :

P
(
Xi = 1 j X1; : : : ; Xi�1

)
=

k �∑i�1
j=1Xj

N � i + 1
:

On admet que la suite (X1; : : : ; Xn) est �echangeable : pour toute permutation � : f1; : : : ; Ng !
f1; : : : ; Ng le vecteur (X�(1); : : : ; X�(N)) a la même loi que (X1; : : : ; XN).

(a) Chercher la loi de Xi . Calculer E(Xi) et V ar(Xi).

(b) Si i 6= j , calculer Cov(Xi ; Xj).

(c) On pose S =
∑n

i=1Xi . Calculer E(S) et V ar(S).

(d) Construire �a l'aide de S un estimateur de p = k=N. D�eterminer son risque quadratique.
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SONDAGE 2

Exercice 3. On cherche �a �evaluer la proportion p 2 [0; 1] de personnes t�el�echargeant ill�egalement

sur internet dans une population donn�ee. On choisit au hasard (avec remise) n individus dans cette

population. La proc�edure de sondage est la suivante. On demande �a chaque individu interrog�e de tirer

au pr�ealable (sans être vu) une boule dans une urne, et de r�epondre ensuite par "OUI" ou "NON" �a

l'une des deux questions : Question 1 : "Est-ce que vous avez d�ej�a t�el�echarg�e ill�egalement ?" si la boule

tir�ee est blanche, Question 2 : "Est-ce que vous n'avez jamais t�el�echarg�e ill�egalement?" si la boule tir�ee

n'est pas blanche. (bien sûr, seul l'individu interrog�e a connaissance de la couleur de la boule, a�n que

personne d'autre ne sache �a quelle question il a r�epondu). La proportion ' de boules blanches dans

l'urne est connue et di��erente de 1=2. On note X1; : : : ; Xn les variables al�eatoires qui correspondent aux

r�eponses des n personnes interrog�ees (ce sont donc des variables al�eatoires �a valeurs dans fOUI;NONg).
Soit R le nombre de r�eponses "OUI" obtenues.

(a) Quelle est la loi de X1 ?

(b) Quelle la loi de R ? Calculer E(R).

(c) Calculer V ar(R) et montrer que V ar(R) � n=4.

(d) En d�eduire un estimateur p̂ de p tel que E(p̂) = p et E
[
(p̂ � p)2

] � 1=
(
n 4(2'� 1)2

)
.

(e) En d�eduire une constante c' 2 R+ telle que

P
(
p 2 [p̂ � c'p

n
; p̂ +

c'p
n

]) � 0; 99

Exercice 4. Un gramme de carbone extrait d'un organisme mort contient un nombre � d'atomes de

carbone C14. Ces atomes de C14 ne sont pas stables et on mod�elise leur dur�ee de vie par des variables

al�eatoires X1; X2; : : : ; X� i.i.d. de loi commune la loi exponentielle de param�etre � = 3; 92 10�12s�1. On

peut montrer que � et le temps T �ecoul�e depuis la mort de l'organisme sont li�es par la formule

T =
log(N0)� log(�)

�
o�u N0 = 6; 8 1010.

Dans la situation o�u � est inconnu et que l'on veut l'estimer, on compte le nombre de d�esint�egrations

sur l'intervalle de temps [0; t0] o�u t0 > 0 est une constante choisie, autrement dit on observe la variable

al�eatoire

S =

�∑
i=1

1fXi � t0g:

(a) Calculer l'esp�erance et la variance de S en fonction de � et de t0.

(b) On pose �̂ = S=(1� e��t0). D�emontrer que pour tout " > 0 , pour tout � 2 N on a

P�

(∣∣�̂ � �
∣∣ > "

p
�
)
� 1

e�t0 � 1

1

"2
:

(c) Pour m 2 [0; 1] et " > 0, r�esoudre l'in�equation (en l'inconnue x)

(x �m)2 � "2x

(d) En d�eduire que pour tout " > 0

P
(
�̂ +

"2

2
� "

2

√
"2 + 4�̂ � � � �̂ +

"2

2
+

"

2

√
"2 + 4�̂

)
� 1� 1

e�t0 � 1

1

"2

(e) D�eterminer deux fonctions T1 et T2 telles que

P
(
T1(S) � T � T2(S)

)
� 0; 99

Application num�erique : Pour t0 = 3 jours on a obtenu la valeur s = 1000 pour S. D�eterminer

l'intervalle [T1(s); T2(s)].


